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3 Etapas en la Ingenieria de Procesos
"Process Systems Engineering”

* Sintesis (o Diseno)
* Simulacion (o Analisis)

* Optimizacion
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Sintesis (o Diseno ) de Procesos

>

Materia Productos
Prima Bajo
(condiciones Especificacion
iniciales)

Determinacion de la Estructura del Proceso
para realizar la transformacion deseada
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Analisis (o Simulacion ) de Procesos

Materia Productos
Prima Bajo
(condiciones Especificacion
iniciales)

Dadas las condiciones de entrada y la estructura
del proceso, determinar las variables de salida
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Optimizacion de Procesos

Minimizar Costo
D, Pureza

Alimentacion N =?
—Pp

R=?

T | pP=?

Definir una funcion objetive y determinar los
mejores valores de las variables de diseno
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Interaccion entre Etapas de la Ingenieria de
Procesos

v'La optimizacion requiere de la solucion de
problemas de simulacion en cada iteracion
v'La optimizacién es una herramienta
imprescindible en el disefio de un proceso

Simulacion

Diseno %64 A Optimizacion
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Introduccion: Algunos Conceptos
en la Optimizacion de Procesos
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Previo a la Optimizacion: Modelacion

Representacion Matematica de la Fisicoquimica
del proceso:

Balances de Masa

Balances de Energia Sistema de
Relaciones Termodinamicas =) [ cuaciones
Ecuaciones de Diseio No Lineales

Balances de Momentum
Restricciones Particulares
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Analisis de Grados de Libertad

Para un sistema de M Ecuaciones y N Variables, el
numero de grados de libertad, F, esta dado por:
F=N-M

Tres casos:

F =0 El sistema tiene solucion UNICA

F>1 Elsistema puede

F <0 Elsistema esta sobre especificado:

MODELO INCORRECTO
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Simulacion u Optimizacion?

Grados de Libertad
F = Numero de Variables — Numero de Ecuaciones
F=N-M

/\

Simulacion 6 Andlisis Optimizacion
F=0 F>1
El sistema debe ser consistente Funcion Objetivo: Maximizar
utilidades, Minimizar costos, efc.

Funcion Objetivo:
obtencion de disenos
optimos
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Simulacion u Optimizacion?

Simulacion Optimizacion
X%y 20 F=2-1=1
['=2-2=0 Soluciones posibles:

Solucion unica min  x —x,

x =15 Funcion
x, =0.5 objetivo

Solucién 6ptima
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M=900 N=1000

., Como seleccionar 100 Variables de Disefio ?

Matriz de Incidencia

Seleccion de Variables de Diseno
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fi=In(x,)-2=0 fi X
fr=x,-3x,-5=0 ) f X X
fy=(x) —x;+ . /x, =1=0 /; X X X



Trayectorias de Steward

Variable de Diseiio: Cualquiera de x,, X3 y X,

Xg X X, X,
/i X :
/ X | e X
J3 ¥ oa[x X

' XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



T T —

Representacion Matematica del
Problema de Optimizacion

- Variables Discretas y Continuas

- Restricciones (Ecuaciones, Desigualdades)
y

min f(x,))
st. h(x,y)=0

g(x,y)<0
xeR",ye{0,1}
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El Modelo Matematico

min f(x,y)
st. h(x,y)=0
g()_c, X) <0
xeR",ye {0,1}\
v
Limites:
Minimizar Costos 0<Comp <1

Maximizar Utilidades Temperatura,

Presion, etc.

Decisiones discretas:
Balances de Materia, Energia, . Equipo Existe ?

Relaciones de Equilibrio, etc.
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e ¢ Restriccion Lineal o No Lineal ?
2x+3y=1

yx+3y=1 x> +In(y)=1
e ¢ Variable Continua o Discreta ?

(/////' \\}_%[/{\371

200 K < Temperatura <500 K
T=253.75K Equipo Equipo
T =493.68 K No Existe Existe
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Clasificacion de Técnicas de Optimizacién

Tipos de Variables
Enteras Continuas Enteras+Continuas
l Tipos de Restricciones Tipos de Res{'ricciones
Programacion /\ /\
Entera

Programacion Programacion

Programacién  Programacion .o v oo nicta Entera
Lineal No Lineal Lineal No Lineal
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Tipos de Problemas de Optimizacion
(Deterministica, Estado Estable)

Programacion Lineal (LP)
Programacion Mixta Entera Lineal (MILP)
Programacion No Lineal (NLP)

Programacién Mixta Entera No lineal (MINLP)
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Region Factible y Convexidad

min f(x)
st. h(x)=0

g(x)<0
xeR"

NLP
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Funcion Convexa o No Convexa

Funcion Convexa

f(x) es convexa s1 para toda x; y x, € R:

flox, +[1-ax,) <af(x)+(1-a) f(x,), Vo (0,])

A A
) )

> >
X X2 X7 X2

Convexa No
Convexa
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Funcion Convexa?
Funcion f(x)=x>-6x+11x-6 Intervalo (1,3)

f(x)=f1=0 f(x,)=1(3)=0
flox, +[1-a]x,) <of (x) +(1-a) £ (x,)

£(2.5)<0.25 (1) +(0.75) £(3)
=025
’ ~0375<0 No
Convexa

o =0.75 F(1.5)20.75 /(1) +(025) £ (3)

0.375 < 0 No se cumple
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Region Factible y Convexa

Region Factible. Definicion:
FR = {xh(x) = O,g(x) <0,x eR”}

Convexa o No Convexa?
Convexa s1 para toda x; y x, € FR:

x=ox,+(-a)x, e FR, Va €(0,])

X7

Convexa No
Convexa
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Técnicas de Optimizacion

XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



Técnicas de Optimizacion

* Metodos Simplex y Puntos Interiores (LP)

* “Branch and Bound” (Ramificacion y

Acotamiento) (MILP)

* Estrategia del Conjunto Activo, SQP

(Programacion Cuadratica Sucesiva) (NLP)

* “Quter Approximation” y Descomposicion de

Benders (MINLP)
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Programacion Lineal
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Programacion Lineal

Forma General

min ¢’ x Maximize 300x, +200x,
st.Ax<b sujetoa  5x,+2x, <180
£20 3x, +3x, <135
ek ¥ <25
[300 x 13 3 |
0_{200} X—LJ A= o b=|135
10 25
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Meéetodo Simplex

Si la funcion objetivo
disminuye en esta direccion

Este seria el punto optimo Region
de

busqueda

LN N

El 6ptimo se encuentra siempre
en un punto “esquina”
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Metodo Simplex

1) Introducir variables ‘“slack” para convertir desigualdades en
igualdades. El nimero de grados de libertad no cambia.

2) Utilizar x=0 como punto inicial
3) Construir Matriz de Coeficientes

4)  Efectuar pasos de eliminacion Gaussiana hasta no obtener
valores negativos en el rengldon correspondiente a la funcion

objetivo
5x,+2x, <180 5x,+2x, +5, =180
3x,+3x, <135  ===p>  3x,+3x,+s, =135
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Meéetodo Simplex

Punto inicial

X, S, S, S, b
x; =0
2 1 0 0 180 s,
Matriz de x,=0
. 3 3 0 1 0 135 s, -
Coeficientes s; =180
1 0 0 0 1 25 s, 5,= 135
-300 -200 0 0 0 0 f S3 — 25

l Eliminacion Gaussiana

S5 X, S, S, S, b

0 2 1 0 -5 55 S,
0 3 0 1 -3 60 S,
1 0 0 0 1 25 X,
0 -200 0 0 300 7500 f
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Pivoteo en el Método
Simplex

El pivote en los pasos de eliminacion Gaussiana
se escoge de modo que:

e (Columna: el coeficiente de la funcidn
objetivo es el mas negativo

* Renglon: la menor proporcion entre b y el
coeficiente de la columna seleccionada
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Renglon Pivote

. Qué ocurre s1 no se toma la menor proporcion?
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S, X, s, s, b
0 3 1 -5/3 45

1 1 0 1/3 45

0 1 0 -1/3 -20
0 300 0 100 1350




Meéetodo Simplex

l Eliminacion Gaussiana
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S, S, S S, S, b

0 0 1 -2/3 -3 15

0 1 0 1/3 -1 20

1 0 0 0 1 25

0 0 0 200/3 100 11500
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Notas en el Metodo Simplex

I. En cada punto esquina, un numero de
variables 1gual al numero de grados de
libertad del problema valen cero

2. Las wvariables cuyo valor es cero se
denominan no basicas

3. Cada punto de la trayectoria se dice que es
una

4. El algoritmo concluye cuando ya no hay
coeficientes negativos en el renglon de la
funcion objetivo
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Maximize 300x, +200x,

sujetoa Sx,+2x, <180 %2
3x,+3x, <135 A
x, <25

El 6ptimo en el punto (25,20)
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Programacion No Lineal
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Condiciones de Optimalidad

Optimizacion Sin Restricciones

min f/(x)

xeR"

Condicion necesaria: x es un punto critico de f(x)
s1 se cumple que

of )
3 Axl Se obtiene un sistema
Vf ()_c) =| : |=0 ===>  den Ecuaciones conn
5% Variables x
xn
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Condiciones de Optimalidad

Optimizacion Sin Restricciones

min f(x)

xeR"

Optimum
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Condicion suficiente: La Matriz Hessiana de la
funcion objetivo es definida positiva

flo+ax)=£(@)+vr(s) ax+ 1) Ax" HAx

- 82% 2 627
Ox; Ox, Ox, Hessiana para el

0° y o f caso de 2 variables
8x2 8x1 8x12 |
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Optimizacion Sin Restricciones
min  (x,)* —6x, + (x2 )2 —2Xx,

Vf( )_ 2x,—6 0 X =3
Mo ox, <2 | 1

H = {2 O} H es positiva definida

Optimo Global
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Condiciones de Optimalidad

Optimizacion Con m Restricciones de Igualdad

min f/(x)
st. h(x)=0

xeR"
Funcion de Lagrange (funcion escalar):

L(x0)= f()+27 A= f(x)+ 2, by (x)

A se denominan multiplicadores de
Lagrange y constituyen m variables
adicionales en el problema
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Condicion necesaria:Obtener un punto critico
(estacionario) para la funcion de Lagrange

OL(x,))
ox V/(x)+ 24 Vh;(x)=0 Se obtiene un sistema
! de n+m Ecuaciones
oL(x,A con n+m Variables x
cgk ) =h(x)=0 y A

Condicion suficiente: La Matyiz Hessjana de la
funcion de Lagrange es definida positiva
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Optimizacion con
Restricciones de Ilgualdad

st x;—x,—2=0

!

Vi(x)+ XA, th(x)zﬁj :ﬂm{ 1 }:o
J 2

hx)=x —x,-2=0

2x,—6+A, =0
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Condiciones de Optimalidad

Optimizacion Con m Restricciones de Igualdad y r de
Desigualdad min £(x)

st. h(x)=0

Funcion de Lagrange Aumentada (funcion escalar):

h
—~
\\§<
>
=
N
||
~
~—~
=
N
_|_
>
~
=
~
~
) —
_|_

n'g(x)=flx)+ 2% h, (x)_i_léuk g (x)

u se denominan multiplicadores de
y constituyen r variables
adicionales en el problema
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Condicion necesaria:Obtener un punto critico
(estacionario) mediante el Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker

8L(x, A, g)

:Vf(x)+ij th(x)+§uk Vg, (x)=0

Ox
OL{x, %, 1) _ h(x)=0 Se obtiene un sistema
OA ==> de n+m+r Ecuaciones
w(x)-g.(x)=0 con n+3n+r Variables
X, 0y

“k(x)zo g (x)<0

Condicion suficiente: La Matriz Hessiana de la
funcion de Lagrange Aumentada es definida
positiva
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Condicion necesaria:

L) (5)s 3, Vi, + Sy Vg (9=0
OL(x, ) _ h(x)=0
oL o
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Optimizacion con

Restricciones de

Desigualdad
min f()_c)z%(xf +x§)—3x1 - X, J
st. g =—x+x,<0
gzle—%x2—2£0 Note:
%3 —1 .
Vf(x)+§“k th(X)—Lz_Jw{ | }“{—1/2}0
X =Wyt Hy =3
xz""lvh_%!vlz:
iy (=, +x,)=0

L, (x1 —%xz —2)= 0
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TO acnoliovicoO & L.alava

Programacion No Lineal

Estrategia del Conjunto Activo (Active Set Strategy)

Solucion al Conjunto de Ecuaciones KKT
VA(x)+> A, VA (x)+> 1, Vg, (x)=0
j k
h(x)=0

Hk(x)'gk(x): 0

Desigualdades
~ — —
g,(x)=0 g,(x)<0
Activa Inactiva
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Programacion No Lineal

Estrategia del Conjunto Activo
1) Definir conjunto activo. Inicialmente:

J, = {kgk :O}

2) Formular ecuaciones KKT

J == g, >0 pu, =0

!

VF(x)+ D A, VA (x)+ > 1, Vg, (x)=0

h(x)=0

gk(l):() kelJ
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Programacion No Lineal

Estrategia del Conjunto Activo

3)Siparatodak g ((x)<0 y pn, 20  OK

OK. Se ha obtenido la solucion

Si cualquier g,(x)>0 y/o p, <0

a) Eliminar de J, la restriccion con el W, mas negativo

b) Anadir a J, todas las restricciones violadas g, (x)>0
para hacerlas activas

c) Regresar a 2)
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ecnoliooIico a alava

Programacion No Lineal

Estrategia del Conjunto Activo: Ejemplo
min f(x)z A(xf + xzz)—3x1 — X,

st. g =-x+x,<0

gzle—%x2—230
g, =-x,<0

Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (Iteracion 1):
le{kgk:()} Vf(x)"'Z;‘*j th(x)+zuk Vg, (x)=0

keJ,

J == g, >0 pu, =0

, Verificando restricciones y U’s:
x, =3 .
VI (0)+ 2 th(x){ 1 }0 g =-2<0 Activar g,
z X, —1 g,=1/2>0 Il
o — g, —-1<0 => J,={2]
2 —

b =0 Hy i

Hy = Hy =

Hy = H; =
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Programacion No L

Programacion Cuadratica Sucesiva (SQP)
min f(x)
st. h(x)=0

2(x)<0
xeR"

RCE) UE& .6

Condiciones de optimalidad
(Karush-Khun-Tucker)

=Tl rr= ¥ . -
14 | - & 1AV

Sistema de Ecuaciones
No Lineales

/ Iteracion de Newton

Programa cuadratico

' XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



Programacion Mixta-Entera
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Representacion de Procesos en
Términos de Variables Binarias

X7 ] Z]
—P>
X0
A —p —» 10 kmol/hr B
X2 z2
"~ yii

min C =7.5y, +6.4x, +5.5y, +6.0x,

1 if reactor I is selected
V=34 :
" |0if reactor I is not selected

sujeto a 0.8x, +0.67x, =10
B 1 if reactor Il is selected x,—20y, <0 x,-20y,<0
2770 if reactor Il is not selected X,% >0 y,y,=0,1
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TO | echnologIcCO ae L.alava

Relaciones Logicas

1) NOT
: 1=y, 7) Teorema de Morgan
PP,
2) OR (exclusivo) |, | _ ~(4v B) & —4A—B
Z ’ —|(A A B ) & —Av =B

3) OR (inclusive) 7777

yi+y; =1 8) Distribucién de
PiAD, AND
4)ANDyj21,y,.21 (AAB)vC <= (AvC)A(BVC)
5)If-Then 21 P TPYVP;

I=yi+y; 21 y <y,
6) Iff-Then 7 <2
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Representando Alternativas

Big - M Convex Hull
x1—2x2£M(I—yl) X+ X =X
X, —2x, 2 —M(l—yl) X2)1c+z2§\4: 42

xl_ISM(l_Jﬁ) xllejjl
y+y, =1 2
Xy < My,
xl_sngM(l_yz) x,, < My
X, =X, Z—M(l—yz) 2i2— _20
xl—IZ—M(l—yz) ] o ] X T 4%y =
X, X%, 20 X, —3%,, =0
Vi Vs X S0
x, =2x, |V| x; =5x, X, =V,
x <1 x 21 y 4y, =1
| x,x, 20 | x,x,20 X,1sX)yy Xy1s Xy 20
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Programacion Mixta-
Entera Lineal

Método de “Branch and Bound” (Ramificacion y Acotamiento)

1) Resolver el problema como si todas las variables fueran
continuas (problema LP). Es decir, relajar las variables binarias.
A este nivel se le conoce como “Root Node” (Nodo raiz)
« El valor de la funcidén objetivo en el nodo raiz es un limite
inferior a su valor en la solucion
« Si la solucidén del nodo raiz es entera, tal solucion es la
solucion del problema

2) Realizar una busqueda de ramificacion ordenada mediante la
adicion de restricciones enteras
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Método de “Branch and Bound” (Ramificacion y Acotamiento)

0<yi<I
0<y,<I
0<y;<I
Relajado

Para m variables binarias, el nimero de posibles nodos es 2™1- 1
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La funcion objetivo en i es un limite inferior a la funcidn

objetivo en k.

2) Si algin nodo resulta en una solucion entera, el valor de la
funcidn objetivo en tal nodo es un limite superior de la solucion

3) Siies infactible o ilimitado, entonces k también lo es
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Método de “Branch and Bound”: Ejemplo

minz=x+y +3y,+2y, 050

st. —x+3y,+2y,+y,<0 2=6.5

=3y, =8y, =3y, <-9

\\
x20, y,¥,,y, €{0,1} o] |
z=8 |

[0.2,1,0] /

z=58 --7

m=23
2m_1=15

infactible

infactible
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Programacion Mixta-
Entera No Lineal

/ Seleccionar un valor inicial para y

Resolver el NLP resultante S(yk)

Zy
Nueva y

Algorltmo < Resolver el Problema Maestro MILP

General ~
Zr
ST

\ NO
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Programacion Mixta-

Entera No Lineal
Algoritmo “Outer Approximation” (DICOPT+++)

Problema Maestro

Z =minaq,
min ¢’ y+ f(x) sujeto a ochTy+f(xk)+Vf(xk)r(x—xk)

g(x)+By=<0 g(xk)+Vg(ka(x—xk)+By£0 VkeT

Ay<a — Ay <a >

yel{ol}” xeR’ yel{ol}" xeR"
o R
14 k‘xk es la solucion optima de S (yk )V
T ju—
los posibles valores de y*

N
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Algoritmo “Outer Approximation”

Optimizacion Semi-Infinita: Problema Relajado

Z =mina,
sujeto a ocZcTy+f(xk)+Vf(xk)T(x—xk)\
gl )+ Vele' J (x—x* )+ By <0 k=1..K
dvsa k=1...
yel{ol}” xeR’
o eR

Dada la solucion de K subproblemas NLP (xk )
definidos por y* tal quek =1...K
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Programacion Mixta-
Entera No Lineal

“Outer Approximation”: Ejemplo 1
minz=y,+1.5y, +0.5y, +x’ +x;

s.t. (x1—2)2—x2S0 xl—(l—yl)ZO y+y,+y, 21
X, =29, >0 X, =, >0 0<x <4 Yy €0l
xl—x2—4(1—y2)30 X, +x, 23y, 0<x,<4
1) =1 y,=1 y,=1 | == x=2 x,=2 z,=11

n=l y»=0 y,=0 x=2 x,=0 z =1

2) y=1 =0 y,=0 —= x,=2 x,=0 z,=5
»w=0 y,=1 »,=0 x=1 x,=0 z, =15

3) »=0 y,=1 =0 === x =1 x,=1 z,=35

yle y2:0 _y3:l x1:2 x2:1 ZL:4-5

XI Seminario Anual de Ingenieria Quimica




Programacion Mixta-
Entera No Lineal

“Outer Approximation”: Ejemplo 2, Iteracion 1
min z=-2.7y+x"
st. g =—In(l+x)+y<0
g, =—In(x-0.57)+ y-1.1<0
0<x<2  ye{ol}

1) Comenzar con y=1 y resolver NLP:

z=02525 x=1.7183 p,=9.347 p,=0

(zy)
2) Linealizar el problema MINLP en x= [.7183 para obtener el problema maestro MILP:
&
Z,, =Mmino
z, <z,
st Oy, =-2.7y+3.4366x—2.9525
—0.36787x+ y <0.36788 =—=> y=0 === Volver a paso 1
—0.87085x+ y <-0.2581 Zoa =~1.939 con nuevo valor
0<x yelol] (2.) y=0
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El Entorno de Modelacion
GAMS y sus Resolvedores
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Formas de Atacar el Problema de
Modelacion

* Cada unidad de proceso (maduloe) calcula su salida
dadas las entradas
|

En cada unidad se resuelve un sistema de ecuaciones no
lineales (subrutina que “convierte’ valores de entradas
en valores de salida)

* Las variables de las corrientes de reciclo se suponen
inicialmente y constituyen la guia para proceso iterativo

(I Seminario Anual de Ingenieria Quimica



Compresor

iI‘ Divisor de Corriente

Corriente

de
Reciclo

Intercambiador
\ 4 Separador
> . Flash
Alimentacion
Mezclador Reactor
>

* Se requieren algoritmos de orden de precedenciay
determinacion de las corrientes de reciclo a ser supuestas.
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+ (Cada unidad del sistema es representado por un
sistema de ecuaciones (lenguaje declarativo: no
restricciones en cuanto a especificacion de variables)

* Las ecuaciones son generalmente almacenadas en
librerias

+ Para definir el problema, se colectan las ecuaciones
que representan a cada unidad y a las conexiones
entre ellas

(I Seminario Anual de Ingenieria Quimica



-
N

Sistema
Resultante

* E] sistema resultante se resuelve
(probablemente un problema de miles de ecuaciones)
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Simuladores y Optimizadores
Comerciales

v Corriente Modular Secuencial: Simuladores de
Procesos ASPEN, PRO/II, HySys

» Modelado por configuracion

v Corriente de Orientacion a las Ecuaciones: Sistemas
de Modelacion gPROMS, SpeedUp, ABACO,
ASCEND

v GAMS
> NLP: CONOPT, MINOS, LACELOT, SRQP, LINGO
> MINLP: DICOPT
» MILP, LP: CPLEX, OSL, LINDO, SCICONIC, XA
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3 gamside: C:\WIND( \2a
File Edit Search Windows Help

|| % > |~ | = o | 5|5l

Modeling for the Real World

r

1 gamside: C:\Cursos\Seminario\Examples.gpr - [C:\CursosiSeminario\SECSEP.G...
= File Edit Search Windows Help

2| B %Y | %

2 wla|n|

SECSEP.OMS |

STITLE SEPARATION
SOFFSYMXREF
$OFFSYMLIST

*

SETS
J COLUMNS /1%10/;

VARIABLES C, Q(J);:
POSITIVE VARIABLES F(J):
BINARY VARTABLES ¥ (J):

PARAMETERS L (J),

B}, E(J),

M |

CW, C5, F1, F2:

11 [Insert |—|
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Resolvedores en GAMS

Tipos de Problemas ==
Options
Editar ] EHecute] Output  Solvers l Licenses] En:llnrsl File EHtensinnsl
|Prn:ject Defaults j Reset | Legend |

Salver License|CNS|DNLP [LPMCP|MINLP|MIP|MPEC |MLP|RMIMLP|RMIP -

BOMLP Full B
Algoritmos CONOPT  |Full
de SOlllCi(’)Il CONOPTZ  [Full X X

CPLEX Demo

CPLEXPAR [Demo

DECISC Demo

DECISM Demo

DICOPT Full X

GAMSBAS |Full

GAMSCHK  [Full

MILES Full

MILESE Full 3

W 0K X Cancel
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GAMS: Ejemplo 1

W,
yo=0
Q=1000 Ib/hr y
Xg = 0.2
Etapa de Q=1000 Ib/hr
—_—> Extraccion > X
W,
Y1

Max Q(XF _xl)_kW;

A=0.05

Ox, = 0Ox, + Wy,
) Hx, H=12

N (H 1), +1
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Zpa = 0.6

' XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica

ZB=0.3
ZC=0-1 —L
F = 1000 Kmol/hr
>
R
N
Y, e
j=1 & ;=
N D
a. X,
> S =1+R,,
j=1 O —

GAMS: Ejemplo 2

x2, = 0.8

o,-=23

Oz =1.3



Algunas Aplicaciones en
Ingenieria Quimica
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Optimizacion de Columnas y
Secuencias de Destilacion

Diseiio Optimo de
Columnas

—L
D, Pureza
Alimentacion

[[
|
Minimizar Costo
N=2 R=? P=?

., Como separar una mezcla ABC ?
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R——
Modelo MILP para
Secuencias de Separacion

v'Supone separaciones del 100% (Sharp splits)
v'Supone que las cargas térmicas y costos de inversion son
de la alimentacion
v'Supone que las cargas de los cambiadores son del mismo
orden de magnitud leCor 3 i

’ [Op _ le Z)p

k F
le

leC,

XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica




 echol1091

e Estudio

datos de Caso d

Mezcla Cuaternaria ABCD
F=1000 Kmol/hr: 15% A, 30% B, 35% C, 20% D

Sistema Fijo Variable Carga térmica
o Bk Kk
(10° $/afio) (10% $ hr / Kgmol afio)  (10° KJ / Kgmol)
A/BCD 145 0.42 0.028
AB/CD 52 0.12 0.042
ABC/D 76 0.25 0.054
A/BC 125 0.78 0.024
AB/C 44 0.11 0.039
B/CD 38 0.14 0.040
BC/D 66 0.21 0.047
A/B 112 0.39 0.022
B/C 37 0.08 0.036
C/D 58 0.19 0.044

Costos de utilidades:
Agua de enfriamiento: CW = 1.3 (103$ hr/ 106 KJ afio)
Vapor: CH =34 (103$ hr/ 106 KJ afio)
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Superestructura

B/CD

Superestructura con en
4 Componentes Fror\ ¥

B/C

F;

Y3
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Modelo

Factores de separacion

F, -1000y, <0

Cargas Térmicas
0, =K,F, k=1,.,10

£1=0.15 &6 =0.188
£,5? =0.85 £s5€ =0.812
£"% =0.45 £/% =0.5625
£,°? =0.55 £, =0.437

£5'5¢ =0.8 £g¢ =0.636

g2 =0.2 £s° =0.364

£ =0.353 £ =0.462
£,C =0.647 £o¢ =0.538
£55€ =0.765 £:0" =0.333
&s° =0.235 &10° =0.667

Flujos (Big-M)

1 XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica

Balance Global

Fop =1000 = F, + F, + F,

Mezclas Intermedias
BCp  Fi+F,—085F =0
ABC F,+F, -08F, =0

AB  F,—045F,—0.563F, =0

BC  F,-0.765F, —0.812F, =0

CD F,—0.55F, —0.647F, =0

F,>0 y,=0]1 k=1,.,10

Funcion Objetivo
10 10
min C = Z(akyk + Bka)+(34+1.3)ZQk
k=1 k=1



R—
Sintesis de Redes de

Intercambio de Calor

v

500 ° K

418 ° K

305°K

310 ° K 298 ° K
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R——
Modelo MINLP
(SYNHEAT)

Estrategia de Optimizaciéon Simultanea

|
|

RS

1 1 1
‘7@?' ! H2-CI < ! H2-CI v I
1 1 I

P H A O
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MODELQ  -lostituto Tecnoldgico de Celaya J

Balance de calor total para cada corriente: o o
Carga de servicios de enfriamiento y

(TIN , - TOUT ,)F, = > > q, +qcu,,i e HP calentamiento:

keST jeCP
(rour ,-TIN ,)F, =Y Y g, +qhu ;, j e CP (¢, voxs = TOUT,)F, = geu, i € HP

keSTie
o (rout, —t,,)F, = qhu,, j e CP
Balance de calor para cada etapa: ’

(fw = 1,001 )F, = > qu.keST,ie HP Restricciones logicas:

jeCP

(tjk — 1 )Fj =Y qu.keST,jecCP G =<2, <0,ieHP,je CPkeST
ie HP
gcu —Cxcu <0,i e HP

Asignacion de las temperaturas de entrada a la
qhu, —Czhu, <0, j € CP

superestructura.
. Zy» ZCU, zhu, = 0,1
t., =TIN ,,i e HP ik

Lok v = TIN ; j € CP Calculo de las diferencias de

Factibilidad de temperaturas: femperaturas.

ty 24,k €ST,ie HP dt, <t,—t, +T(1-z,),k € ST,ic HP,j € CP

Ly 21, 4.,keST,jeCP dt, o St —t, . +T(~2,),k € ST,i € HP,j € CP
TOUT ; < t; yox 151 € HP dtcu, <t, o —TOUT, +T(1-zcu,),i € HP
rour ; >t,;,,jeCP dthu; <TOUT,, —t, +T'(1-zhu,), j € CP
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Planeacion de |
Produccion

La Produccion del Petroleo es un Problema
Multiperiodico

DTICO e w.elava

?
g 30

B 3100
23000

-
& 2900

5 2800
T 2700

a hn  Mar  May  Jul
Month

Sep

Nov

Jan
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La extraccion produce una disminucion de la presion del
pozo con el tiempo
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—
Modelos de

Programacion Mixta-
Entera

El tiempo de operacion H es dividido en NP periodos
de tiempo. Dadas las demandas de produccion del
petroleo en cada periodo de tiempo y las constantes de
caracterizacion de los pozos, determinar:

Los perfiles de produccion y

Los tiempos operacion de cada pozo

en cada periodo de tiempo.
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Modelo MILP
Minimize ) Yy g4l + ZzsijyijT T Zza‘ij(l_yij)T
i i i J

2a,T=2d;  jeP

-
Y, oow, [ oW,
ij ijl ij2 . .
. v in y VieW,jeP
[p,{ =Py _Dif:| puf =p; +1y v sz =p;
py +1<p" | |y +1 > P

D, =q,le[In(T)+¢,]}  View,jeP
I =qf{cl[ln(T)+cz]}(1—yU.) VieW,jeP

gy lalnlr)+ e, =(py ~pl™)  view,jep
q;,<q;"  VieW,jeP

g, <q"v, +q"(1-y,) View,jeP
q;>2q""  VieW,jeP

p;f’ = p;_l VieW,jeP
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R—
Calendarizacion de

Procesos por Lotes
Graficas de Gant

Producto A
A
8 8 8 8
Mezclador
l 20 20
Reactor 1
20 20
Reactor 2 A Y
4 L4 4 L4
Centrifuga — —

> Determinar el Tamaiio y numero de unidades paralelas
> Determinar la Secuenciacion de las unidades
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GAMS Instituto Tecnoldgico de Celaya

Codigo GAMS

El codigo de GAMS se puede escribir con cualquier procesador de texto o a
través de la interfase de GAMS. Si se utilizan procesadores especializados como
Word, FrameMaker, PageMaker, etc., asegurese de guardar el archivo sin

formato (como texto, cédigo ASCII).
Los archivos de GAMS deberan tener la extensién *.gms

Luego de la solucion de algun modelo, GAMS crea un archivo de resultados

también en formato de texto y con el mismo nombre que el archivo del codigo,

pero con extension *.Ist

Como regla general, un modelo de GAMS debe contener las siguientes partes
(se muestra un caso ilustrativo):

1) Titulo

$TITLE MULTIPRODUCTO

2) Declaracion de Conjuntos

SETS
J COMPONENTES /1*3/

3) Declaracion de Parametros
PARAMETERS SA, SB, SC;

4) Declaraciéon de Variables (positivas y generales)

VARIABLES P;
POSITIVE VARIABLES X7, X8, X9, X10, X11, X12;

5) Declaracion de Ecuaciones
EQUATIONS RES1, RES2, RES3, INE1, INE2, INE3,0BJ;

6) Ecuaciones del Sistema
RES1.. X11 =E= 0.667*X8 + 0.667 *X9 + 0.5*X10;
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GAMS Instituto Tecnoldgico de Celaya

Note que el identificador de la ecuacién va precedido de dos puntos. En las
ecuaciones el simbolo =E= significa igual, =G= significa mayor que y =L=

significa menor que.

7) Definicion de una funciéon objetivo (“Dummy” o verdadera)

0BJ.. P =E= 0.025*X8 + 0.028*X9 + 0.028*X10 - 0.015*X11 -
0.02*X12 - 0.025*X7;

8) Establecimiento de las ecuaciones que componen un modelo en

particular
MODEL PLANTAS /ALL/;

9) Valores de parametros, estimados iniciales, limites de las variables

SA = 40000;
TETA.L("1")= 1.05;

10)Llamado a la técnica de solucién de acuerdo al tipo de problema
SOLVE PLANTAS USING MIP MAXIMIZING P;
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GAMS Instituto Tecnoldgico de Celaya

Ejemplos llustrativos del Uso de GAMS

1. Resolver el problema de programacion lineal de la planta multiproducto que

se desarrollé en clase. Recodar que las ecuaciones son:

X, = 0.667Xg +0.667X, + 0.5x,
X;, = 0.333x, +0.333x%, +0.167x,,
X; = 0.333%,,

X,; < 40000
X;, < 30000
X, < 25000

Mientras que la funcién objetivo esta dada por:

P = 0.025x, +0.028x, +0.028x,, — 0.015x,, —0.02x,, — 0.025X,
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GAMS Instituto Tecnoldgico de Celaya

Codigo GAMS del Ejemplo 1

$TITLE MULTIPRODUCTO
*

*DEFINICION DE VARIABLES, PARAMETROS Y ECUACIONES

*

VARIABLES P;
POSITIVE VARIABLES X7, X8, X9, X10, X11, X12;
*

* DATOS CONOCIDOS

*

PARAMETERS SA, SB, SC;

*ECUACIONES

*

EQUATIONS RES1, RES2, RES3, INE1l, INE2, INE3,0BJ;

*

* DEFINICION DE LAS ECUACIONES QUE FORMAN PARTE DEL MODELO

*

RES1.. X11 =E= 0.667*X8 + 0.667 *X9 + 0.5*X10;

RES2.. X12 =E= 0.333*X8 + 0.333*X9 + 0.167 *X10;

RES3.. X7 =E= 0.333*X10;

INE1.. X11 =L= SA;

INE2.. X12 =L= SB;

INE3.. X7 =L= SC;

OBJ.. P =E= 0.025*X8 + 0.028*X9 + 0.028*X10 - 0.015*X11
0.02*X12 - 0.025*X7;

MODEL PLANTAS /ALL/;

*

* ASIGNACION DE VALORES A LOS PARAMETROS

*

SA = 40000;
SB = 30000;
SC = 25000;

OPTION LIMROW=0;
OPTION LIMCOL=0;
*

* LLAMADO A LA TECNICA DE SOLUCION

*

SOLVE PLANTAS USING MIP MAXIMIZING P;
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GAMS Instituto Tecnoldgico de Celaya

Resultados GAMS del Ejemplo 1

*DEFINICION DE VARIABLES, PARAMETROS Y ECUACIONES

*

VARIABLES P;
POSITIVE VARIABLES X7, X8, X9, X10, X11, X12;
*

4
5

6

7

8

9

10

11 * DATOS CONOCIDOS

12 =

13 PARAMETERS SA, SB, SC;
14

15 *

16

17

18

19

20

*ECUACIONES

*

EQUATIONS RES1, RES2, RES3, INE1l, INE2, INE3,0BJ;

21 *

22 * DEFINICION DE LAS ECUACIONES QUE FORMAN PARTE DEL MODELO
23 *

24 RES1.. X11 =E= 0.667*X8 + 0.667 *X9 + 0.5*X10;

25 RES2.. X12 =E= 0.333*X8 + 0.333*X9 + 0.167 *X10;

26 RES3.. X7 =E= 0.333*X10;

27 INE1l.. X11 =L= SA;

28 INE2.. X12 =L= SB;

29 INE3.. X7 =L= SC;

30 O0BJ.. P =E= 0.025*X8 + 0.028*X9 + 0.028*X10 - 0.015*X11
0.02*X12 - 0.025*X7;

31

32 MODEL PLANTAS /ALL/;

33

34 *

35 * ASIGNACION DE VALORES A LOS PARAMETROS

36 *

37 SA = 40000;

38 SB = 30000;

39 SC = 25000;

40

41 OPTION LIMROW=0;

42 OPTION LIMCOL=0;

43

a4 *

45 * LLAMADO A LA TECNICA DE SOLUCION
46 *

47 SOLVE PLANTAS USING MIP MAXIMIZING P;

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 7 SINGLE EQUATIONS 7
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Instituto Tecnoldgico de Celaya

BLOCKS OF VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS

GENERATION TIME

EXECUTION TIME

E = =

E = =

*xk*x

SOL
MODEL PLANTAS
TYPE MIP

SOLVER 0OSL2

SOLVER STATUS
MODEL STATUS
OBJECTIVE VALUE

RESOURCE USAGE, LIMIT

ITERATION COUNT, LIMIT

OSL

Work

E = =

7
20

SINGLE VARIABLES

0.000 SECONDS

0.000 SECONDS

E

SUMMARY

OBJECTIVE
DIRECTION
FROM LINE

1 NORMAL COMPLETION
1 OPTIMAL

705.1354

0.070
3

1.4 Mb

1.4 Mb

P

MAXIMIZE

47

1000.000

10000

7

WIN200-121

WIN200-121

Version 2 Mar 21, 2001 WIN.02.02 20.0 007.043.039.WAT (Jan

space allocated

RES1
RES2
RES3
INE1
INE2
INE3
0BJ

EQU
EQU
EQU
EQU
EQU
EQU
EQU

VAR P
VAR X7
VAR X8
VAR X9
VAR X10
VAR X11
VAR X12

REPORT SUMMARY :

LOWER

ZINF
_INF
_INF
LOWER

-INF

LEVEL

0.09 Mb

UPPER

40000.000 40000 .000
13766.923 30000.000
25000.000 25000.000

LEVEL

705.135
25000.000

3691.848
75075.075
40000.000
13766.923

0 NONOPT
O INFEASIBLE
0O UNBOUNDED

UPPER

+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF

MARG INAL

-0.032
-0.020
-0.026

0.017

0.001
1.000

MARG INAL

)
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2. Para el sistema de extracciéon mostrado en la Figura, utilice el sistema de
modelacion GAMS para determinar los valores de las variables W, y x; que

maximizan la funcion:
Q(XF - X1)_ /1W1

donde 2 = 0.05. Considere que la relacion de equilibrio entre y; y x; esta

dada por la expresion:

y, = HXx,
PO(H-x 1
Use un valor de H = 1.2. Note también que el balance de masa en el

sistema resulta en la ecuacion:

QXF = QX1 +Wy1

Q=1000 Ib/hr
Xg = 0.2

Etapa de Q=1000 Ib/hr
—P Extraccion —» X

W,
Y1

Figura
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Codigo GAMS del Ejemplo 2

$TITLE EXTRACCION
$OFFSYMXREF
$OFFSYMLIST

*

*DEFINICION DE VARIABLES, PARAMETROS Y ECUACIONES

*

VARIABLES F;
POSITIVE VARIABLES X1, Y1, Wi;
PARAMETERS Q, XF, LAMBDA, H;

EQUATIONS MASBAL, EQUILIBRIO, OBJ;

*

*ECUACIONES
*x

MASBAL.. Q * XF =E= Q * X1 + W1 * Y1;

EQUILIBRIO.. Y1 =E= (H * X1)/(((H - 1.0) * X1) + 1.0);
OBJ.. F =E= Q * ( XF -X1) - LAMBDA * W1;

*

* DEFINICION DE LAS ECUACIONES QUE FORMAN PARTE DEL MODELO

*

MODEL EXTRACTOR /ALL/;

*

* ASIGNACION DE VALORES A LOS PARAMETROS

*

Q = 1000;
XF = 0.2;
LAMBDA = 0.05;
H=1.2;

*

*

*

LIMITES Y VALORES INICIALES

Y1.L = 0.1;
Y1.UP = 1.0;
X1.L = 0.1;
X1.UP = 0.2;
W1i.L = 500;
OPTION LIMROW=0;
OPTION LIMCOL=0;
*

* LLAMADO A LA TECNICA DE SOLUCION

*

SOLVE EXTRACTOR USING NLP MAXIMIZING F;
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Resultados GAMS del Ejemplo 2

COMPILATION TIME = 0.000 SECONDS 0.7 Mb WIN194-
116
Model Statistics SOLVE EXTRACTOR USING NLP FROM LINE 55

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS 3
BLOCKS OF VARIABLES 4 SINGLE VARIABLES 4
NON ZERO ELEMENTS 8 NON LINEAR N-Z 3
DERIVATIVE POOL 5 CONSTANT POOL 10
CODE LENGTH 40
GENERATION TIME = 0.110 SECONDS 1.9 Mb WIN194-
116
EXECUTION TIME = 0.110 SECONDS 1.9 Mb WIN194-
116
SOLVE SUMMARY
MODEL EXTRACTOR OBJECTIVE F
TYPE NLP DIRECTION MAXIMIZE
SOLVER CONOPT FROM LINE 55
**** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**** MODEL STATUS 2 LOCALLY OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE 58.1881
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.391 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 15 10000
EVALUATION ERRORS 0 0
CONOPT Wintel version 2.043C-005-039

Copyright (C) ARKI Consulting and Development A/S
Bagsvaerdvej 246 A
DK-2880 Bagsvaerd, Denmark

Using default control program.

** Optimal solution. Reduced gradient less than tolerance.
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CONOPT time Total 0.219 seconds
of which: Function evaluations 0.051 = 23.2%
Derivative evaluations 0.000 = 0.0%
Work length = 0.05 Mbytes
Estimate = 0.05 Mbytes
Max used = 0.04 Mbytes
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
-—-- EQU MASBAL -200.000 -200.000 -200.000 0.463
-—-—- EQU EQUILIBRIO . . . 464.178
-—-- EQU 0BJ 200.000 200.000 200.000 1.000
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
-—— VAR F -INF 58.188 +INF .
--——— VAR X1 . 0.092 0.200 -2.233E-6
--—— VAR Y1 . 0.108 1.000 .
--—— VAR W1 . 1002.840 +INF .
**** REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
0 ERRORS
EXECUTION TIME = 0.060 SECONDS 0.7 Mb WIN194-

116
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3. Considere la separacion de la mezcla ternaria que se muestra en la figura.
En tal sistema, A es el componente clave ligero (aac = 2.3), C es el
componente clave pesado (acc = 1.0) y B es el componente intermedio
(ag,c=1.3). Las siguientes ecuaciones permiten la determinacion del valor
minimo de la razén de reflujo y de las composiciones en el destilado de los

componentes B y C a reflujo minimo.

iaj Zi _q q

=4 1
- @
N @, XJ-D ) Ec. De
z =1+R,, Underwood
j=1 aj -0

2
3)

Utilice el sistema de modelaciéon GAMS para determinar las dos raices para 6

en la Ecuacioén (1), el valor minimo de la relaciéon de reflujo y los valores de

X% y x°c. Suponga que g = 1.0.

z4=0.6 x°»=0.8
g = 0.3
zc= 0.1 I

F = 1000 Kmol/hr
—

L.,
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Codigo GAMS del Ejemplo 3

$TITLE UNDERWOOD

$OFFSYMXREF
$OFFSYMLIST

*

*DEFINICION DE VARIABLES, PARAMETROS Y ECUACIONES

*

SETS

J COMPONENTS /1*3/,
I ROOTS /1*2/;
VARIABLES C;

POSITIVE VARIABLES TETA(1), XD(J), RMIN;

PARAMETERS ALFA(J), Z(J), Q;

*

*ECUACIONES

*

EQL(1).. SUM(J, ((ALFA(I)*Z(J))/(ALFA(JI)-TETA(1))))=E= 1.0 - Q;
EQ2(1).. SUM(J, ((ALFA(I)*XD(J3))/(ALFA(JI)-TETA(1))))=E= RMIN + 1.0;
EQ3.. SUM(J,XD(J))=E= 1.0;

OBJ.. C =E= 1.0;

*

* DEFINICION DE LAS ECUACIONES QUE FORMAN PARTE DEL MODELO

*

MODEL UNDEQN /ALL/;

*

* ASIGNACION DE VALORES A LOS PARAMETROS

*
ALFA("1")

=2.3;
ALFA("2%)=1.3;
ALFA("3")=1.0;
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*

* VALORES INICIALES Y LIMITES INFERIOR Y SUPERIOR

*

TETA.L("1")= 1.05;
TETA.UP("1")= 1.299;
TETA.LO("1")= 1.001;
TETA.L("2")= 2.1;
TETA.UP("2")= 2.299;
TETA.LO("2")= 1.301;
XD.L("2")=0.1;
XD.UP("2")=1.0;
XD.L("3")=0.01;
XD.UP("3")=1.0;
XD.FX("1")=0.8;

OPTION LIMROW=0;
OPTION LIMCOL=0;

* LLAMADO A LA TECNICA DE SOLUCION

*

Resultados GAMS del Ejemplo 3

COMPILATION TIME = 0.050 SECONDS 0.7 Mb
121
Model Statistics SOLVE UNDEQN USING NLP FROM LINE 72

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 4 SINGLE EQUATIONS 6
BLOCKS OF VARIABLES 4 SINGLE VARIABLES 7
NON ZERO ELEMENTS 16 NON LINEAR N-Z 10
DERIVATIVE POOL 8 CONSTANT POOL 12
CODE LENGTH 207

GENERATION TIME
121

0.050 SECONDS 1.9 Mb

EXECUTION TIME = 0.110 SECONDS 1.9 Mb
121

SOLVE SUMMARY

WIN200-

WIN200-

WIN200-

Departamento de Ingenieria Quimica
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MODEL UNDEQN OBJECTIVE C
TYPE NLP DIRECTION MINIMIZE
SOLVER CONOPT FROM LINE 72
**** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**** MODEL STATUS 2 LOCALLY OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE 1.0000
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.488 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000
EVALUATION ERRORS 0 0
CONOPT Windows NT/95/98 version 2.043F-008-043

Copyright (C) ARKI Consulting and Development A/S
Bagsvaerdvej 246 A
DK-2880 Bagsvaerd, Denmark

Using default control program.

** Optimal solution. There are no superbasic variables.

CONOPT time Total 0.160 seconds
of which: Function evaluations 0.000 = 0.0%
Derivative evaluations 0.000 = 0.0%
Work length = 0.05 Mbytes
Estimate = 0.05 Mbytes
Max used = 0.04 Mbytes
--—-- EQU EQ1
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
1 . . . EPS
2 . . . EPS
-—--- EQU EQ2
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
1 1.000 1.000 1.000 EPS
2 1.000 1.000 1.000 EPS
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LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
---- EQU EQ3 1.000 1.000 1.000 EPS
---- EQU 0BJ 1.000 1.000 1.000 1.000
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
-——— VAR C -INF 1.000 +INF
---- VAR TETA
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
1 1.001 1.039 1.299 -
2 1.301 1.539 2.299 -
--—- VAR XD
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
1 0.800 0.800 0.800 EPS
2 - 0.167 1.000 -
3 - 0.033 1.000 -
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
-—--- VAR RMIN 0.450 +INF -
**** REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
O INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
0 ERRORS
EXECUTION TIME = 0.000 SECONDS 0.7 Mb
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Introduccion a la Optimizacion
Bajo Incertidumbre
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Reflexion

> Compania petrolera: ¢ cual sera el precio y la
demanda del petréleo en 6 meses?

> [En un proceso continuo
» Existira variacion en las demandas del producto
» Calidad de Servicios?
~ Cadena de Suministro de Materias Primas?

l

El futuro no puede pronosticarse con exactitud

Necesario considerar incertidumbre en algunos
procesos: Procesos Estocasticos
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Tipos de Problemas de Optimizacion
Estocastica

* Programacion Lineal Estocastica (SLP)

* Programacion Mixta Entera Lineal Estocastica

(SMILP)
* Programacion No Lineal Estocastica (SNLP)

* Programacion Mixta Entera No lineal Estocastica

(SMINLP)
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Otra Clasificacion: Tipos de
Problemas Bajo Incertidumbre

> " . Esperar ocurrencia de un
evento incierto y entonces optimizar
> " Optimizacion inmediata

en base a alguna medida de probabilidad

La mayoria de los algoritmos de
solucion utilizan ambas estrategias
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Problemas Estocasticos de 2 Etapas

> |ldea fundamental: Recurso

> Recurso en 2 Etapas Primera Etapa

Seleccione la variable de decision
> X

|

Segunda Etapa

Ocurrencia de un evento incierto

Tomar una accion correctiva (recurso) y

l
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Un Ejemplo

El problema del vendedor de
periodicos
> El vendedor compra x peridodicos a un precio ¢

> Entonces vende tantos periédicos como puede a un precio q,
el exceso representa una perdida

> La demanda del peridédico cambia dia a dia (incertidumbre)
> Cuando la demanda se conoce, se calculan las ganancias

!

Cuantos periddicos debe comprar el vendedor para maximizar
Sus ganancias ?
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TO | ecnoloeIicO ade

El Problema del Vendedor
de Periddicos

Primera Etapa
Seleccionar el numero de
»|  periddicos a comprar x

|

Segunda Etapa

Ocurrencia de un evento incierto (demanda)

Las ganancias se calculan

Se toma una accion correctiva (recurso)
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Programacion Estocastica Lineal
con Recurso
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Representacion Matematica Estandar
para Problemas Lineales (SLPwR)

/'

min ¢’ x + Q(x)/\Funcic')n de
Primera < S. 1. Ax = b Recurso
Etapa
x>0

~

donde Q(x)=E,[O(x.0)] v

f\ Evento

O(x,0)= min ¢"(®)y incierto
Efag;anda < s.t. W)y = hlow)-T(o)x
Matriz de
y=0
« Recurso
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Clases Especiales de Problemas

Recurso W(oo) W

Fijo

Recurso W =(1,-1)

Simple. " = 3" = o) - T(o)x
Recurso .

Completo Wy = z vz, y=20
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Reformulacion

min ¢’ x + Q(x) min ¢’ x +0
s.t. Ax=b —> s. 1. Q(x)SO Primera
x 20 Ax=b Etapa
x=0

donde O(x)=E,[0(x,0)]

O(x,0)= min ¢"(©)y
s.t. Wy = h-Tx
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Dos Tipos de Cortes en
Algoritmos SLP

Corte de Optimalidad

e Aproximacion Lineal de O¢x)

e Basado en el problema dual: proporciona limite inferior

a Q(x)
Corte de Factibilidad

e Asegura que los valores de x (obtenidos en la primera
etapa) no propician infactibilidades en la segunda etapa
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Teorema de la Dualidad (LP)

Multiplicadores

Primo de Lagrange Dual
min ¢’ y max mw' b
s.t. Ay = b s.t. 1A <c
y=0

e Si el dual no es acotado, el primo es infactible
e Si el dual es infactible, el primo no es acotado

e El valor de la funcion objetivo del problema dual provee
una cota inferior para la funcion objetivo del problema
primo. En problemas convexos sus valores son iguales.
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Problema de la Segunda Etapa

Primo Dual

Multiplicadores
min ¢q' y de Lagrange

max w' (h-T x)
s.t. Wy = h-Tx
s.t. n'W <gq

y=0
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Ejemplo llustrativo

min —0.75x + E_ [Q(x,o))]
s. t. x < 5

x=>0

Ox,w)= min -y +3y, + y; + y,
s.t. —y+y, -y, +ty, =0+1/2x
N+ Yty =y, =lto +1/4x

Vis V2 V3> Vs 20
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Ejemplo llustrativo
¢ =[-0.75] x=x]

Az[l] o —>< b=[5]

-1 _yl_
3
q = 1 y = ;2
1 yz
Recurso -
Fijo

R ISR N
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Dual del Problema de la Segunda
Etapa

Olx,0)= max m,(@+1/2x) +mn,(I+o+1/4x)

s.t. —m, —m,<-1

Multiplicadores

T, +m, <3
de Lagrange b

-, + mw, <1

T, —n, <1
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Corte de Optimalidad:
Aproximacion Lineal a Q(x)

Soporte Lineal

10 )
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 . . :
10 )
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 . . .
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Corte de Optimalida

e El valor de la funcion objetivo del problema de la
segunda etapa en cada iteracion v (tomando xV de la
primera etapa) y para el k-ésimo valor de las variables
inciertas, w*, es:

ko' )= ) (b -7, x')

(teorema de la dualidad)

Debido a la convexidad k v
(dual es Limite inferior) Q(x,oo )2 (nk)r (h ~T, x)

e Para una funcion de probabilidad discreta, teniendo el
valor o una probabilidad p*, el valor esperado de la
funcion objetivo:

ol )= £l ) (-1 ¢ )= 3 p G (-1 )

k=1
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Corte de Optimalidad

Por lo tanto, debido
a la convexidad

K K K
Q(x)Z ;pk[(nZ)T (hk -1 x)]z kZ;pk(nZ)Thk _;pk(nZ)TTk X
S T S T
Definiendo e=2pk(n;) h, y E:ZPk(NZ) T,
k=1 k=1
Se tiene Q(x)z e— Ex

ydadoque © 20(x) entonces FX +0 >e¢
0>e— Ex

IXXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica




TR a—— —

Corte de Factibilidad

e La decision tomada en la primera etapa xV' resulta en un
problema factible en la segunda etapa si existe un vector
finito y tal que las restricciones:

Wy = h-Tx
y=0

se satisfacen. Note: si y es finito, entones ¢’y es
finito y por lo tanto

Q(x) < o0
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Corte de Factibilidad

e Para verificar

factibilidad, resolver el
problema: e Cuyo problema dual

€s.

z = min eT(y++y_) max GT(h_TxV)

s.t. Wy+y —y = h-Tx s.t. _c'W <0
y=20,y"20,y =20 |G| <e
Multiplicadores
de Lagrange

e Note que z>0. si z=0 entonces la segunda etapa es factible
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Corte de Factibilidad

e Sin embargo, si z>0 entonces el problema primo:
: T
min
) es infactible
s.t. Wy = h-TXx
y2>0

e Por el teorema de la dualidad: Si el dual no esta acotado,
entonces el primo es infactible. Por lo tanto, el dual:

max TcT(h—TxV)
s. L. n' W <g

no estaria acotado

Note:

max =’ (h—T x') no est4 acotado debido a que (GV)T (h—T x)=0
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Corte de Factibilida

» Por lo tanto, para asegurar la factibilidad del primo, la restriccion:
(GV )T (h -T x) <0 debe afadirse
Feasibility Cut

e Si para algun valor & (evento discreto) el primo es infactible,
entonces se define:

p=") 1,
d=(c") n
e Y se incorpora el corte de factibilidad: D x>d
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Algoritmos para Recurso
Fijo
" e Usa funcidn de probabilidad
discreta para

Met°d°, L= . Célculo exacto del limite
Shaped inferior de O¢x) (

L )

e Muestreo de una funcidn de
probabilidad continua para o

Descomposicion

., e Estimacion del limite inferior
Estocastica (SD)< de O(x) basado en esperanza

matematica (
" )

XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



TO | echologIcO C

Método “L-Shaped”

Supone una funcion de probabilidad discreta para w*
Note la estructura del problema deterministico equivalente:
K
min ¢’ x + Zpk q,{ Vi

k=1

s. t. Ax = b

x20,y,20 Estructura del Dual
A
T w AT Tlf T, ... Ty
W
T2 W WT
Estructura del primo
Tk W
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TO ecnoloeIcO e L.alava

Algoritmo “L-Shaped”

e Paso 0 Hagar=s=v=20

e Paso 1 Haga v = v+1y resuelva el problema (Current Problem CP)
minz=c' x +0

s. t. Ax=5b
Corte de Factibilidad D, x=d, [=1...r
Corte de Optimalidad E, x+0 2¢ [=1..s

xV'y 6" conforman la solucion optima. Si no hay cortes (iteracion
1), haga 6 =- y no la considere en el problema
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Algoritmo “L-Shaped”

Paso 2 Para k=1...K (nUmero de realizaciones de un
evento incierto) resuelva el problema:

: T o+, T -
z=min ey, +e y

s. t. Wy +y, -y, = h-Tx

ykZO,yk+20,yk_20

Si para algun & el valor optimo es z>0 afada un corte de
factibilidad:

Multiplicadores/DrESZ )r I,

de Lagrange del .
problema d, = (Gk )[ hy
anterior

Dr+1 X Z dr+1

Haga r=r+1y regrese al Paso 1. De otro modo, vaya al
paso 3.
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Algoritmo “L-Shaped’

e Paso 3 Para k=1...K resuelva el problema
min QI{ Vi
Wy,= h-Tx

v, 20
Y defina:

MUltipncadm‘es/\(Av )rhk E .= ipk (TCZ )er
k=1

de Lagrange del s+t T ;pk Ty

problema - y )
- — _ E x

anterior n €. ot

si. 0" 21"  Pare, x¥ es la solucion optima
Si no haga s=s+1 , ahada el corte de optimalidad

h

O=e, —E. x Yregrese el paso 1
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Descomposicion Estocastica

e Se muestra en cada iteracion a partir de una distribucion de
probabilidad continua w*

e Calculo de limite inferior de QO(x) es aproximado

L-Shaped Descomposicion Estocastica
— 1k

& = (T”kyh

k=1

=)

k=1

[

II
M- T
;B
=
b‘
<

S
A
—
=
<

= Actualizacion:

o =Ygt g VT e g v
AY%
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Algoritmo de Descomposicion
Estocastica (igey sen)

Recurso completo

e Paso 0 Haga v=0, 6" =-c Suponer x!

e Paso 1 Haga v = v+1y genere una observacion de las

variables estocasticas mediante muestreo
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Algoritmo SD

e Paso 2 Determine 6,x) ( v-€sima aproximacion lineal a O(x) )

a) Resuelva el problema de optimizacion lineal (dual de segunda

etapa): max nT(hv_Tvxv)
s.t. n' W <gq

V V4 = V4 =
Para obtener 7, (1~ésima muestray al r~ésimo valor del vector x)

Similarmente resuelva el problema v-7 veces:
max nT(hk—Tka)
S 1 ' W <gq k=1..v -1

Para obtener 1t (4-é€sima muestra y al -ésimo valor de x)
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Algoritmo SD

b) Calcule los coeficientes del corte de optimalidad

> i)

Vkl ] &

o Y (W
£ =13
-

c) Actualizar los coeficientes de previos cortes

v V_l v —1
e, = e,
V
v_1 k=1..v -1
E, =——E]"
\Y%
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Algoritmo SD

Paso 3 Resuelva el problema de la primera etapa con los cortes

de optimalidad:
min ¢’ x +0,

s.t. Ax=0b /_\ O(x)

0,>¢ —Ex m===> 0, +Ex2¢

A%

k=1..v

Para obtener x¥*/. Vaya al paso 1

e El algoritmo se detiene si el cambio en la funcion objetivo es pequefio
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Un Caso

e Suponga que se tiene un SLPwWR con 50 restricciones y que
se toman N = 200 muestras del valor de w

>  Es necesario resolver 200 problemas de optimizacion
correspondientes a la primera etapa. El primero posee 50
restricciones, el segundo 51... el ultimo 250 restricciones

>  Es necesario resolver el problema de la segunda etapa un
numero de veces igual a

= 20100
i=1

> El numero de restricciones en la segunda etapa no cambia.
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Implementacion del Algoritmo
SD: Téecnica de Muestreo HSS

e Monte Carlo puede presentar valores grandes de
varianza

e HSS presenta mejores propiedades de uniformidad

$.‘l
> * P’ * L4
”’0””" 0‘ .' 'Y
* * *
* “ * g * ‘Q ¢ 03
*. ‘o‘ ®e ¢ e o, -
> 0.5 ¢ R 4 . o ”0 >051 % ¢ e,
* ” * . * PS ‘e
0’ Q” 0‘ *2
0’¢ *? 0‘0 * .
. e PSR 4 ¢
0‘ ¢ ¢ - * ¢ o
0le ® %e o7 0+ ‘
T
0 05 1
0 0.5 1
X
X
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Implementacion Computacional

 Integracion del entorno de modelacion GAMS, el
codigo de la técnica de muestreo HSS (FORTRAN) y
un programa en C++ como programa maestro

C++ Code Sampling
(FORTRAN)
1) Generation of an /

approximation to Q(x):
sampling and multiple
— | generation and

solution of LP’s \ GAMS - OSL

v

2) Addition of
optimality cut and
solution to the 1st
stage problem

A 4

GAMS - OSL
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Aplicaciones a Ingenieria Quimica

Fuel
L Boiler
635 psig
stream
power
I [ ]
> Purchased
ressure . P, Turbine 2 P, power
% reducing Turbine 1 —— | (power) — (power)
valve
—» Condensate
195 psig stream
v v >
Pressure
reducing .
valve 62 psig stream
A 4 \ 4 >

Sistema Turbogenerador
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Aplicaciones a Ingenieria Quimica

Sistema Turbogenerador 1 2 21 28 4
Planeacion de una Refineria 4 5 12 13 8
Planeacion de una Planta 1 2 11 15 11
Petroquimica
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1280

1260

1240 -

N -

N N

o N

o o
!

Objective

1180

1160

1140
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Resultados
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1
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Iteration
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. Como evaluar si el esfuerzo vale la
pena?

e Valor de la Solucion Estocastica (VSS) :
Diferencia entre el valor obtenido para la funcion
objetivo respecto del valor obtenido si se usan
valores promedio para incertidumbres

e Valor de la Informaciéon Perfecta (VPI)
Diferencia del resultado con el valor verdadero
luego de la ocurrencia real del evento
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Resultados

Caso de Estudio VSS (%)

Sistema Turbogenerador

Planeacion de una Refineria
Planeacion de una Planta Petroquimica
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Discusion

e A pesar de la limitacion acerca de la linealidad de
las restricciones, existen aplicaciones importantes
en planeacion y calendarizacion de procesos

e Extension a casos entero y no lineal
>  BONUS (No lineal)

» Desarrollo actual para casos de programacion
entera
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Programacion Estocastica Mixta
Entera Lineal
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Surgen Mas Clasificaciones
para Problemas Multi-Etapa

Se utilizan los mismos algoritmos que en
programacion lineal estocastica

Se utilizan variaciones en el método de
“branch and bound” para permitir la
adicion iterativa de los cortes de
optimalidad y factibilidad
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Problemas Enteros en la Primera
Etapa: Aplicaciones a Otras Areas

e Seguridad en Redes de Agua Municipales

= Colocacion optima de sensores para disminuir el
porcentaje de la poblacion en riesgo tras un ataque
quimico a la red

e Localizacion de Estaciones de Desinfeccion

= Colocacion optima de estaciones para conservar
niveles de cloro bajo especificaciones para aguas
municipales

XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica




R T

Seguridad en Redes de Agua
Municipales

min 337, + £, [o(x.0)

i=1 j=1V;
s.t. x;=x; Vi=l..n-1, i<
Z(l J) JEE i< = Xmax dipj :(Dipsjp

X; € 0,1} Vi,jeE

Q(x,(o)z min i i iQ(w)ipj Vipj

i=1 p=1j=1

s.t. Yy =1 Vi=l..n, p=1.P

Vi = Vi <%y Yk, j)eE st fi, =1
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ocalizacion de Estaciones de Desinfeccion

min 3, x, + E, [0(x,0)]

i=l1
s.t. Zx <nm, " q; =0
xie{O,l}
O(r.0)= min Z L S lo)yt
AT; =
ny nj -~
220‘ Vi su j=1...n,
i=1 k=1 —
2b T m=M..M+n, -1
—220‘ g] _
i=l k=1
k_
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Programacion Estocastica Mixta-

Entera Lineal (Variables Enteras en
la Segunda Etapa)

Check feasibility

Compute Q(x")
Update z

. »
Check integrality

If 6 < OxY)

Add Qut Generate optimality cut
Branch Return to current node

Root ® > Else
Node \_/ Check integrali Go to pendant node

. Add Cut
9= — 00

Check feasibility
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Otro Tipo de Problemas
Estocasticos
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Chance Constrained Programming

e Hay algunas restricciones para las que solo existe cierta
probabilidad de que se tengan que satisfacer

e Tales restricciones deben incluir las variables inciertas
dentro de términos lineales

Minimize Z =4x,—x, Minimize Z =4x, - x,

2x, +x, <8 > 2x, +x, <8
P(xzﬁu)ﬁi X, <6
X —x, <4 X —x,<4
X, x>0 X, %, 20
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1.00

Chance Constrained Programming

.80

.60

CDF, F

.40

0.20

.00
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Introduccion a la Optimizacion
Multiobjetivo
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Optimizacion Multiobjetivo (MOP)

> Practicamente en cualquier area y en una variedad de
contextos se presentan problemas con multiples objetivos

que se contraponen entre si

> A este tema se le conoce también como Optimizacion
Vectorial y se clasifica en terminos del tipo de variables y
restricciones ( MOLP, MONLP, etc.)

Maximizar Z =(Z,,2,,Z,,...Z,)

Sujeto a:
h(x)=0

2(x)<0
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Un Ejemplo

Un estudiante desea seleccionar la mejor escuela de ingenieria con base a
varios criterios:

Escuelas consideradas . .,
Criterios de Seleccion

[ School | Index |

Massachusetts Institute of Technology l [ Criteria T lndex |
Stanford University 2 Academic Rank l
Carnegie Mellon University 3 Frngineering Recruiters 7
Georgia [nstitute of Technology 1 Student Selectivity 9
University of Michigan- Ann Arbor 5 Research AcHvity |
California Institute of Technology 6 Dactoral Student to Faculty Ratio 5
Cornell University 7 '

Rangos proporcionados por US News

Schools Criteria
1] 2 | 3 | | 5

2 1| 8 31| 7 | 471
a 81121 4 G| 3.36
1 S 02 20| 2 | 272
5 S03 a1 3 | 318
i 3|7 1 26 | 3.88
7 Tl10] 6 | 12| 287
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Seleccion de Universidad

Valores normalizados

Schools Criteria
1 2 3 1 i)

| 012000 | 00833 | 0.3584 | L0385 | (.8465
2 0.1250 | 06667 | 1.0000 | 0.2602 | 05760
3 10000 | 10000 | G.1290 | 0.2308 | O.8088
i 10000 | 01667 | 0.6452 | 0.0769 | 0.9990
5 062500 1 02500 | 1.0000 | 01154 | 0.8545
] 03700 1 0.5833 | 0.0322 | 1.0000 | 0.7004
7 087000 | 08333 | 0.1936 | 0.5000 | 0.9468

School 1 is dominating Schoal 4

1.0 ¢ _J_L_
0.8 . ...... .......
= osk ¢ ..... e
rge e E Fay
Analisis de Resultados = P »
= o)
< a
“2 ...... ....... <>
A
0.0 i ¢
0 1 2 3 ! 5 6 7

Engineering Schools
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Conjunto Pareto

>  MIT es mejor que Georgia Tech y que la Universidad de Michigan
en todos los criterios considerados. Sin embargo, Stanford, Cal
Tech, Cornell y Carnegie Mellon son mejores o no que MIT
dependiendo del criterio.

> La solucion a una problema MOP no es un solo valor, sino un
conjunto de alternativas denominado Conjunto Pareto, Conjunto
Preferido o Conjunto No Dominado

> Un grupo de 5 escuelas conforman el Conjunto Pareto en el
ejemplo
> Conjunto Pareto: Conjunto de alternativas que proporcionan

soluciones potenciales y representan un compromiso entre los
diferentes objetivos

XI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



—
Otro Ejemplo: Fabricacion
de Quimicos

Minimize Z,=4x,—x,  Costo

Minimize Z,=-05x, + x, Emisiones

Durabilidad x 21
Almacenamiento 2x, +x, <38 ] |
Disponibilidad X, <5 I ANE
Seguridad X, —x, <4 1
x19x2 > O ;FE'FISIUIE' I;Eeglml
T i O SO SOOP O A
N«."\.I
2 -
1 =
1 | i i | 1 i |

0.5 1.0 L5 2.0 2.4 3.0 3.5 4.0 1.5
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Otro Ejemplo: Fabricacion

de Quimicos

Z

Y E— - A S N ]
Nondomlnated Sat i B
3 i i i i
5 0 5 10 15 20
2 Valores en Puntos
Extremos

Conjunto Pareto Ixtreme Points [ ay Jaa [ 40 [ 25
A | i 1 | -0.5
& 1 0|16 | 2.0
. S ] 1.25
[) ] A -1 1.0
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Metodos de Solucion para

MOP

11 o,

Determinan la solucion que mejor satisface la
preferencia de quien toma las decisiones.
Reduce el tiempo vy el numero de alternativas
pero sufren de subjetividad y falta de informacion

13

> " Determinan el conjunto
Pareto de manera formal

La mejor estrategia es utilizar un método generador
para determinar el Conjunto Pareto y entonces usar
un metodo basado en la preferencia para seleccionar
la solucion optima final.
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Meéetodo Generador: Método de los
Coeficientes de Peso

> Laidea es asociar cada funcion objetivo con un
coeficiente de peso y minimizar la suma “pesada” de los

objetivos
> El problema se convierte en una serie de problemas de
optimizacion de

k
Optimizar  Z ., = Z w.Z.
=1

Sujeto a:
h(x)=0

2(x)<0
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Método de los Coeficientes de
Peso: Procedimiento

> Encuentre los optimos individuales para cada objetivo.
Tales puntos representan los extremos del Conjunto No

Dominado. Optimizar ~ Z,
Optimizar 7,
Optimizar  Z,

> [Escoja valores no negativos de los pesos y resuelva el

problema: Optimizar  Z,,, Z Wil
Sujeto a:
h(x)=0
gx)<0

- Andice d espacio delafuncidon oy etivo y repita
con nuevos pesos de forma que se nueva hac a
lareg 6n del con unt o Paret o que se desea
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Ejemplo Ilustrativo

z,=-"z+ly
w, W,

mult

Minimize Z . =wZ +Ww,Z,

-3 |
-0 0 3 10 15 20
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Metodo Generador: Método de
Restricciones (Constraint Method)

> La idea otra vez es transformar el problema multiobjetivo
a una serie de problemas de un solo objetivo

> Se selecciona una funcion objetivo que se conserva
como tal y el resto se incluye como restricciones de

desigualdad

(
Minimize Z, , =Z,

mult

Minimize 72(213229237"'Zk) > < Sujeto a:

/. <e. Vj#i

h(x)=0

2(x)<0
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Minimize Z, =4x,—x,

Minimize Z,=-05x,+x,

Sujeto a:
x 21
2x,+x,<8
X, <5
X —x,<4

X, %, 20

1 XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica

Método de Restricciones

Minimize Z,=4x,—x,

Sujeto a:
Z, =I—O.5x1 -x, <&,

x 21
2x,+x, <8
X, <5
X —x,<4

X, X%, 20



T ]

Feasible Region

20
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Metodo Basado en la Preferencia:

Optimizacion Mediante Metas (Goal
Programming)
> Se define un valor como meta para cada funcion
objetivo

> Se crea una sola funcion objetivo que
respecto de las metas definidas

(

Minimize 72(219229239”'Zk) —— Minimize Zgoal :Z(6i+—|—8i_)

|
ﬂ \ Z.-G,=8"-8 Vi
Sujeto a:
Se establece una meta h(x)=0
para cada objetivo
2(x)<0
5,0, >0

1 l
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Goal Programming

Minimize Z, =4x,—x, G=6,=5
. . - 2
Minimize Z,=-05x, +x, Minimize  Z,,, = Z (8 ;o 81'_)

i=1

Sujeto a: Sujeto a:
- 4x, —x,+5=98 -9,
x 21 + N
2%, +x, <8 ~0%% +aa 902 S,
X, <5 x 21
X —x, <4 2x,+x, <8
X%, >0 x, <5
X, —x,<4
Solucidn: X%y 20
Z,=-1 z,=4 %520
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Control Optimo y Optimizacion
Dinamica
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Problemas de Control Optimo

> Proceso de solucion consiste en encontrar los
perfiles de la variable de control vs tiempo de
modo que se optimice un indice particular de
medida de desempeno del sistema

Maximizar T
) L= k(x,0)di+S(T)
: dx
Sujeto a: == f(x,0) x(0)=x,

dt

> Me¢etodos de Solucion Convencionales
* El Principio del Maximo
* Programacion Dinamica
 (Calculo de Variacion
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Problemas Historicos

La reina Dido plante6 el problema isoperimétrico: Encuentre el
area mayor que puede ser cubierta con un cordel de longitud fija

(L)

X X v\ y—=Xx
A:jy(x)dx L=jds=N(dy)2+(dx)2=j 1+(yj dx X >t
T
Maximize Azjxl(t)dt

dx,
P E—u x,(0)=0 x/(T)=0

L:j‘r‘«/1+u2 dt
0
!

X “r=l+u’ x(0)=0 x,(T)=L
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Problemas Isoperimétrico

T
Maximize A= j x,(¢)dt

S =u x,(0)=0 x(T)=0
=2 = 14+u’ x,(0)=0 x,(T)=L

' XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



achistochrone (Tiempo Mas Corto)

(s romningern,
January 1, 1697

AN ANNOUNCEMENT

"I, Johann Bernoulli, greet the most clever mathematicians in the
world. Nothing is more attractive to intelligent people than an hon-
est, challenging problem whose possible solution will bestow fame
and remains as a lasting monument. Following the example set by
Fascal, Fermat, etc., I hope to earn the gratitude of the entire scien-
tilic community by placing before the finest mathematicians of our
time a problem which will test their methods and the strength of their
intellect. If someone communicates to me the solution of the proposed
problem, I shall then publicly declare him worthy of praise.”

Galileo Bernoulli
y Wrong Solution y Right Solution
Z
X X
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Ingenieria Quimica: Problema de
Destilado Maximo

Maximizar T dD T
L= 4= j Vot
R 0 dt 0 R +1
- 1
Sujeto a: x, _V ¥ = Bo=F
dt R +1

2 2 (1)
dx Vo (x —xp R

t

= X, =X
d R+1 x v
IT xH) th
s %0 R +1
Pureza =y
romedio dt
. -[0 R, +1
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El Principio del Maximo

> La funcion objetivo se reformula en la forma lineal de
Mayer

> Requiere la incorporacion de ecuaciones diferenciales
ordinarias adicionales ( ) que
representan la dinamica de las variables adjuntas
(también agregadas al problema)

> Se define una funcion Hamiltoniana (invariante en el
tiempo)

» El perfil 6ptimo se obtiene derivando la funcion
Hamiltoniana con respecto a la

> El sistema resultante es un problema de valores en la
frontera

XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



El Principio del Maximo

Forma Lineal
Maximi i
"> anguzar J=c" x(T)= Zci x;(T)
i=1
dx
— = x(0)=x
7 (0)=x,

Hamiltoniano —— g=p"7=>p f

Ecuaciones y i ] . of,
Variables Adjuntas & ' Jx = ‘J.ZZI“J ox, MU=
d
d)tC:f x(0) =x,
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Pr obl ema de Destil ado
Maxi mo: Principi o del

Max nmo
Funcion objetivo es o
re-escrita en forma Maximizar J‘T 4 [1 _ k(xf) _ xé)”) Jt
Lagrangiana R, * R +1
Sujeto a:
1
dx’_— v X,=Bo=F
dt R +1
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Pr obl ema de Destil ado
Maxi mo: Principio del
Maxi mo

Para obtener forma i e
lineal de Mayer — jOR +1[ (D D)]dt

Maximize

Sujeto a:

IXXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



O —

Pr obl ema de Destil ado
Maxi mo: Principi o del
Ma'XI TnD 2V(x —xg)) s V

. o H . t 1—2 R ()
Hamiltoniano “tR, | + 1, (R,+1)t + 1, R,—I—l[ (xD Xp )]

Ecuaciones y Perfil optimo
Variables Adjuntas )

)l -
du, Vi’ —xb) R =LY ~1
;:“2 R( I(D)z’ =t | 05’ M

( +) OR, X,
)
y1- %o 1 ﬂ
d“tz _ 2 8xt . 37\1 V ax(D) 2 —O
a T R+Dx TR a2 )T OH

-0
OR

t
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Programacion Dinamica

> Condicion de Optimalidad: Aplicacion del Principio
de Optimalidad de Bellman da como resultado una
ecuacion diferencial parcial conocida como Ecuacion
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

_ Maximize oL oL dxt"

0= — + k(x:,0,)+ :
0, {az G0 2 a’t}

Maximize oL _ oL
0= —+ k(x:,0,)+ -~ f.
0, {61‘ (x6,90) ;ax;f’}

Maximize
0= 6 L, +k+ L. 1]
t
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Pr obl ema de Destil ado
Maxi mo: Programaci on
Ecuacion HIB D nam ca

Maximi . 2 _ (M
oL Mesimie [V e gy ol v ] Al Voo
ot R, R +1 ox,| R +1| ox |R+1 x

t

2 _ (M ) )
0 l—k(x;—xg))—al;-ka[; X, 1xD _r |+ V xaxD _8LzllaxD
ox, Ox X (R, +1) R +1 OR, 0Ox; x, OR,

t

oL xtz —x(Dl) _aL_}\‘( * (1))+1
Axf %! O *p ~Xp Mismo perfil que en el principio
R, = S d _ -1 del maximo si las
) 5% 5 son iguales a las
Ox - ox;
OR, x|
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Problemas Estocasticos
de Control Optimo

> No es posible despreciar incertidumbres en algunas
aplicaciones practicas de problemas de control optimo:
+ En parametros del modelo
» En condiciones iniciales

> El problema estocastico de control optimo resultante
puede ser analizado utilizando “Teoria de Opcion
Real.
» Caracterizando incertidumbres dependientes del tiempo como
Procesos de Ito
+ Usando el Lema de Ito

» Usando las condiciones de optimalidad de Programacion
Dinamica Estocastica

XI Seminario Anual de Ingenieria Quimica



—
Procesos de Ito

> Las variables estocasticas cambian con el tiempo en una forma
incierta

> El denominado proceso Wiener se utiliza como base para modelar
una amplia gama de procesos estocasticos mas complicados.
Posee 3 propiedades:

» Satisface la propiedad de Markov
+ Presenta incrementos independientes
~ Sus cambios en el tiempo se distribuyen normalmente

> Un proceso de Ito representa el incremento de una variable
estocastica en el tiempo de acuerdo con:

dx= a(x, t) dt+ b(x, t)dz

a y b son funciones conocidas y dz es el incremento de un
proceso Wiener. Note que E/dz]=0y E[dz’]=dt
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Procesos de Ito

Algunos parametros ingenieriles pueden representarse como
procesos de Ito:

> Movimiento Browniano > “Mean reverting process”

dx=o dt+c dz dxzn(xavg—x) dt+c dz

> Movimiento Geométrico Browniano

dx=axdt+oc xdz
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Lema de lto

>  Teorema Fundamental del Calculo Estocastico

~  Permite derivar e integrar funciones de variables estocasticas que
se comportan como procesos de Ito

dx= a(x, t)dt+b(x, t)dz

dF =—dt + —dx+— >
ot Ox 2 Ox

2

2
dF = 5—F+a(x,z)a—F+lb2(x,t)af dt+b(x,t)a—Fdz
ot ox 2 Ox Ox

> No se desprecian algunas contribuciones de segundo orden dado
que E[dz?]=dt
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Programacion Dinamica Estocastica

Se ha desarrollado una extension a las condiciones de
optimalidad de programacion dinamica para el caso

estocastico:

>

Maximi -
aximize _ IT k(xt,Ot) &

0, 0
_ T
Sujeto a: dx! = fl.(xt,et)dt 44|c cdz Procesos de Ito
|
l e =
Condiciones de
Optimalidad: Maximize [ - 1
0= k(x:,0,)+— E(dL)
0, dt
| ______________
Maximize | oL 2 oL O°L |
= —+k(x¢,t Xt,t GO ;i
0, { DT L G0 D Lt D0
' |

XXI Seminario Anual de Ingenieria Quimica




T T ———

Principio del Maximo para Problemas
Estocasticos

> Con base en las condiciones de optimalidad para programacion
dinamica, se pudieron derivar las expresiones correspondientes al
metodo del principio del maximo

> Las variables adjuntas (u) en el principio del maximo son equivalentes
a las derivadas parciales de la funcion objetivo con respecto a las
variables de estado (L,) de programacion dinamica

> El principal resultado del analisis es la derivacion de las ecuaciones
adjuntas

> Las derivadas de segundo orden de la funcion objetivo con especto
a las variables de estado (L,,) en programacion dinamica
estocastica tiene que ser también incluidas y se incorporan en la
formulacion a través de las variables adjuntas adicionales, w
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Principio del Maximo para Problemas
Estocasticos

> Se utiliza representacion escalar aunque el analisis es valido para
el caso vectorial

|
_ |
H=n7y H=pf+ o
d. -
d’;= f x0)=x, dx = f di +G dzy x(0) = x,
b _ L f o w(T) = T A N S I
dt g a " 2 T T
r- "= ="=-=-=-=-==-==-==-===-===== |
d 1
Tt e Sy e o) =0,
Deterministico Estocastico
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Version Estocastica del Problema
de Destilado Maximo

Maximize T dD

R, 0 dt I
Sujeto a:
dx! V
JTx(l) V dt d; :—R iy )C(l) =Bo=F
§ P R +1 _ !
Dave T V D
JOR 1dt > Voo(x/-xp) 1
T dx; = = tl dt +x/c,dz, x5=x%
R, +1 X,

Restriccion externa usada
como criterio de
convergencia

Proceso Ito
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Volatilidad Relativa como un
Proceso de Ito

3.2

3.15 0 —e—Rigorous
> 31 Simulation
% 3.05 —=—Path 1
§ 3
o 2.95 Path 2
=
= 2.9
& 2.85 -~ Path 3

2.8

2.75

0 1 2 3
Time (Hrs)

!

Ocasiona un comportamiento incierto en las
variables de estado
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Principio del Maximo

(1)
[ d V(x2 —x(l)) VEI - 68);1)2 J
H:_Hz ! D — U tl —Gzzxtz(x)
dt R+ f (R
Ecuaciones < 1 ) 0
Adjuntas vi1- oxpy y 0D
do 8x,2 (6x2)2 ) V(x2 —x(l))
—— =2 1 + : 1_620)_0)}’t t P
\ dt (R, +1)x, (R, +1)x, (R, +1)(x})2
r-——=—=—=-=-=-=-==-=-==-=== 1
! 5 :
I 0G, ( 2 (R, +1)
Perfil S A {62 (xt )Z(D tV :
.. R = X —H\X —Xp :_|_ ! (|
optimo t ox) | ox) !
OR, A 5_1’34.,_”l _______ !
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Perfil Optimo de la Razén de Reflujo

"
1s] ood

144
13

124 —o— deterministic

:‘lé —0— stochastic

Reflux Ratio

[T S e T I = ]
a1

> Se requieren valores de reflujo mas grandes debido a la
disminucion en el valor de la volatilidad relativa con el tiempo

> La desviacion respecto al caso deterministico también cambia
con el tiempo debido al efecto de las incertidumbres
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Nuevamente el Problema Isoperimétrico

> Considere ahora la version estocastica del problema
isoperimetrico

Deterministico Estocastico
Maximize o Movimiento Browniano
3
dx, =udt+odz x(0)=0 x(T)=0
cz;l:u xl(O):O xl(T):O 1 1( ) 1( )
=1+u* x,0)=0 x(T)=L c =05
d
C=x xn(0)=0
=16 Suposicion meramente
académica
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